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انتͽرال چهارم�مفهوم فصل

همان�طور مͬ�کنیم. بررسͬ را آن ابتدایͬ خواص و کنیم تعریف را ریمان انتͽرال مͬ�خواهیم کاربرگ این در

است. آن نمودار زیر مساحت برابر بسته، بازه روی پیوسته نامنفͬ تابع ͷی ریمان انتͽرال مͬ�دانید قبل از که

(شͺل بنویسیم ͷکوچ دلخواه به مستطیل�های مجموع تقریبͬ صورت به مͬ�توانیم را تابع نمودار زیر مساحت

.(١

١ شͺل

که بͽیرید نظر در را xp ،... ،x۱ ،x۰ مانند [a, b] نقاط از متناهͬ دنباله�ای .١ تعریف

a = x۰ ≤ x۱ ≤ x۲ ≤ · · · ≤ xp = b.

طول ماکسیمم مͬ�دهیم. نشان P = (x۰, x۱, · · · , xp) با را آن و مͬ�نامیم [a, b] بازه افراز ͷی را دنباله�ای چنین

P نقاط هرگاه مͬ�گوییم P از تظریف ͷی را P ′ همچنین مͬ�گوییم. P افراز ضخامت را [xi, xi+۱] بازه�های

باشد. P ′ نقاط از زیرمجموعه�ای

مستطیلͬ [xi−۱, xi] بازه روی و مͬ�کنیم انتخاب [xi−۱, xi] بازه در دلخواه نقطه�ای را x∗
i ،P افراز برای .٢ تعریف

با است برابر مستطیل�ها این مساحت�های مجموع مͬ�سازیم. f(x∗
i ) ارتفاع به

p∑
i=۱

(xi − xi−۱)f(x
∗
i ).

که مستطیل�ها مساحت�های از مجموعͬ چنین کرد. تلقͬ (١ (شͺل D مساحت از تقریبͬ مͬ�توان را مجموع این

نامیده ریمان مجموع ͷی باشد، زیربازه همان از نقطه�ای در f مقدار ارتفاعشان و افراز زیربازه�های قاعده�شان

مͬ�شود.
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تابع این برای ریمانͬ مجموع بͽیرید. نظر در را f(x) = c ضابطه با f : [a, b] → R ثابت تابع .١ فعالیت

بنویسید.

.٢ فعالیت

کنید. محاسبه را f(x) = x ضابطه با f : [۰, ۱] → R تابع نمودار زیر مساحت الف)

حداقل و حداکثر متناظر ریمان مجموع که کنید انتخاب طوری را x∗
i ،P دلخواه افراز هر برای ابتدا •

مͬ�نامند. ،m(P , f) پایینͬ تقریب را دومͬ و ،M(P , f) بالایͬ تقریب را اولͬ باشد. ممͺن مقدار

همͽراست. یͷعدد به مͬ�کند، میل صفر به افرازها ضخامت وقتͬ مجموع دو این دهید نشان سپس •

کنید. محاسبه را f(x) = x۲ ضابطه با g : [۰, ۱] → R تابع نمودار زیر مساحت ب)

ای δ > ۰ ،ε > ۰ هر برای هرگاه مͬ�گوییم I انتͽرال مقدار با انتͽرال�پذیر را f : [a, b] → R تابع .٣ تعریف

قرار I از ε شعاع در افراز آن با متناظر ریمان مجموع هر ،δ از کمتر طول با افراز هر برای که باشد داشته وجود

مͬ�دهند. نشان
∫ b

a
f نماد با را f تابع انتͽرال بͽیرد.

بͽیرید. نظر در را f : [a, b] → R پیوسته تابع .٣ فعالیت

است. کران�دار پایین از تابع این ریمان مجموع بالایͬ تقریب�های دهید نشان الف)

مͬ�دهیم. نشان
∫ b

a
f نماد با را آن و مͬ�گوییم f بالایͬ انتͽرال بالایͬ، تقریب�های پایینͬ کران بزرگترین به

است. کران�دار بالا از تابع این ریمان مجموع پایینͬ تقریب�های که دهید نشان مشابه، طور به ب)

نشان
∫ b

a
f نماد با را آن و مͬ�گوییم f پایینͬ انتͽرال پایینͬ، تقریب�های بالایͬ کران کوچͺترین به

مͬ�دهیم.

.
∫ b

a
f ≤

∫ b

a
f که دهید نشان ج)

باشد. برابر هم با آن پایینͬ و بالایͬ انتͽرال اگر مͬ�گوییم انتͽرال�پذیر را f تابع حقیقت در

کرد. اثبات را زیر قضیه مͬ�توان پیش، فعالیت به توجه با

است. انتͽرال�پذیر باشد، پیوسته f : [a, b] → R تابع اگر .۴ قضیه
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بیان را پیوسته قطعه قطعه تابع دقیق تعریف ابتدا داد. تعمیم پیوسته قطعه قطعه توابع به مͬ�توان را ۴ قضیه

مͬ�کنیم.

مانند افرازی [a, b] بازه برای که صورتͬ در مͬ�نامیم، پیوسته قطعه قطعه را f : [a, b] → R تابع .۵ تعریف

a = c۰ < c۱ < · · · < cl = b

طوری�که به باشد داشته وجود

باشد. پیوسته ]ci−۱, ci[ مانند باز زیربازه هر به f تحدید الف)

باشد. داشته وجود i = ۰, · · · , l − ۱ برای lim
x→c+i

f(x) و i = ۱, · · · , l هر برای lim
x→c−i

f(x) ب)

است. انتͽرال�پذیر پیوسته قطعه قطعه تابع هر .۶ قضیه

ضابطه با را f : [۰, ۱] → R تابع .۴ فعالیت

f(x) =

 ۰ xگویا

۱ ͹گنx

کنید. بررسͬ را f تابع انتͽرال�پذیری بͽیرید. نظر در
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مͬ�کند. بیان را انتͽرال ابتدایͬ خواص زیر گزاره

.٧ قضیه

انتͽرال�پذیر نیز f + g تابع صورت، این در باشند. انتͽرال�پذیر f, g : [a, b] → R تابع�های کنید فرض الف)

و ∫است b

a

(f + g) =

∫ b

a

f +

∫ b

a

g.

cf تابع صورت، این در باشد. حقیقͬ عددی c و انتͽرال�پذیر تابعͬ f : [a, b] → R کنید فرض ب)

و است ∫انتͽرال�پذیر b

a

(cf) = c

∫ b

a

f.

در .f(x) ≥ g(x) ،[a, b] در x هر ازای به و باشند انتͽرال�پذیر f, g : [a, b] → R تابع�های کنید فرض ج)

صورت، ∫این b

a

f ≥
∫ b

a

g.

و [a, c] به f تحدید صورت، این در .a < c < b و باشد انتͽرال�پذیر f : [a, b] → R تابع کنید فرض د)

و است انتͽرال�پذیر نیز [c, b]∫ b

a

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f.

[a, b] روی f تابع باشد، انتͽرال�پذیر [c, b] به و [a, c] به f : [a, b] → R تابع تحدید اگر برعͺس،

است. برقرار بالا تساوی و است انتͽرال�پذیر

زیر صورت به را
∫ a

b
f صورت، این در باشد. انتͽرال�پذیر f : [a, b] → R تابع و a ≤ b کنید فرض توجه.

مͬ�کنیم: ∫تعریف a

b

f = −
∫ b

a

f.

ترتیبͬ چه به c و b ،a نقطه سه اینͺه از مستقل است برقرار همواره ٧ قضیه (د) قسمت تساوی قرارداد این با

گیرند. قرار x محور روی

کنید. ثابت را ٧ قضیه (ج) و (الف) قسمت�های .۵ فعالیت

۴


